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RESUMEN

El aplicar la ecuacion de difusion para conocer el
movimiento del agua en el suelo es complejo, debido a
que requiere de aproximaciones numeéricas. A pesar de
existir varias aproximaciones numéricas en el mundo,
se siguen probando diferentes métodos que permitan
solucionar esta ecuacion diferencial parcial lineal. El
presente trabajo tiene como objetivo resolver la ecuacion
de difusion de humedad en el suelo; se aplico la serie de
Fourier, siendo validado el modelo obtenido para un suelo
arcilloso. Se muestra el desarrollo matematico para la
solucion de la misma y obtencion de la ecuacion para el
término Bn de la serie de Fourier que, posteriormente,
se compard con la solucion analitica. Se lograron valores
de humedad similares, con residuos que oscilan entre
0.0710y - 0.0090 cm3*cm? y errores de 7% que pueden
considerarse pequefios, debido a la variabilidad espacial
de la humedad en el suelo. También se muestra la
relacion que involucra la humedad con la variable tiempo
y distancia para suelos arenosos y arcillosos, y que es
de gran utilidad practica en los estudios agricolas y de
contaminacion de suelos.

Palabras clave: zona no saturada, ecuacion de
Richard unidimensional, difusividad de la humedad.

SUMMARY

The application of the diffusion equation in porous
media is complex due to numerical approximations
involved. Even though there are various numerical
approximations proposed, new approaches are being
tested. This work was conducted to solve the soil
moisture diffusion equation; the Fourier series was
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applied, validating the model obtained in a clay soil. In
this application, mathematical development is shown for
solution of the equation and for generating the equation
for the Bn coefficients of the sine series, which was
later compared with the analytical solution. Similar
moisture values were obtained with residues ranging
between 0.0710 and -0.0090 cm*® cm™ with a an error
of 7% which is insignificant considering the high
variability found in real soils. Also shown is the
association moisture with time and distance for sand and
clay soils which has practical applications in agriculture
and soil pollution.

Index words: unsaturated zone, one-dimensional
Richard's equation, water diffusivity.

INTRODUCCION

La relacion de la capacidad de almacenaje y el
movimiento del agua en los suelos con la porosidad es
evidente y fundamental. Sin embargo, no es sélo la
cantidad total de poros en el sdlido la que define el
comportamiento hidrico del suelo, sino también, y, en
muchos casos de manera predominante, son las
caracteristicas especificas del sistema de poros, en
términos de forma, tamafio y distribucion que definen
esa relacion (Gil, 2004).

Desde el punto de vista agronémico, la distribucién
del tamafio de poros no sélo incide sobre la cantidad de
agua que puede retener el suelo, sino que regula la
energia con que la misma esta retenida y también el
movimiento hacia la planta, la atmosfera y otras zonas
del suelo; procesos regulados por diferencias de estados
de energia.

El movimiento del agua en la zona no saturada del
suelo es de vital importancia para el riego de los cultivos
y la recuperacion de suelos afectados por excesos de
humedad. En los ultimos afios, se han desarrollado
numerosos modelos de simulacion que permiten conocer
la dinamica de la humedad en el suelo, por ejemplo,
SWACROP (Kabbat et al., 1992) e HYDRUS
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(Simunek ef al., 1998), los cuales aplican la ecuacion
unidimensional de Richard que, al incluir la difusividad
del agua, se conoce como ecuacion de difusion.

Esta ecuacion se ha utilizado ampliamente para
estudiar el flujo en la zona no saturada del suelo con
fines agricolas (Dierckx ef al. . 1986). No obstante, debido
a que es una ecuacion diferencial parcial lineal, no es
posible obtener soluciones analiticas, por lo que se
emplean aproximaciones numeéricas que hacen mas
compleja v dificil la aplicacion de la misma.

El movimiento del agua en el perfil del suelo, en
general, se describe utilizando la ecuacién de difusion
unidimensional. Soluciones cuasianaliticas de dicha
ecuacion, sujeta a condiciones iniciales y de contorno
bastante restrictivas y simples, han desarrollado Phillip
(1957) y Parlange (1972). Las predicciones obtenidas
con estas soluciones son bastante cercanas a las
observaciones en pruebas de laboratorio. Sin embargo,
la descripcion de la infiltracion, en condiciones de campo,
se complica mucho, ya que las condiciones iniciales y
de contorno no son constantes y las propiedades del suelo
pueden variar en el espacio v tiempo. Por esta razon, a
partir de la década de los sesenta, se han realizado
numerosos esfuerzos en la busqueda de soluciones
numéricas (Whisler v Klute, 1965; De Wit y Van Keulen,
1972).

Freeze (1969) presenté una lista de trabajos con
soluciones de la ecuacion de difusion unidimensional, junto
con las condiciones iniciales y de contorno utilizadas en
cada trabajo. Esta revision demuestra la gran variedad
de soluciones en forma de diferencias finitas para la
ecuacion no lineal, asi como varias maneras de
discretizacion utilizadas.

Warrick (2003) presento una solucion para la
ecuacion de Richard unidimensional y consider6 que la
difusividad del agua en el suelo es constante; para ello,
utilizo la transformada de Laplace y obtuvo una ecuacion
que incluye la funcién de error complementario que
involucra los diferentes estados de humedad en el suelo.

Chounet ef al. (1999) aplicaron el método del
elemento finito mixto para la discretizacion espacial de
la ecuacion para calcular la presion del liquido en suelos
arcillosos. francos y arenosos. La ecuacion para la
presion del liquido es eliptica-parabdlica; se comporta,
de forma eliptica en la parte saturada de la curva y
parabdlica cuando se aproxima a la regién no saturada.
Por su parte, Al-Lawatia er al. (1999) resolvieron la
ecuacion de difusion-adveccion aplicando el método de
las caracteristicas con una aproximacion de segundo

orden Runge-Kutta y lo compararon con otras soluciones
numéricas obtenidas con los métodos de Galerkin y alta
resolucion.

Kéhn et al. (2004) aplicaron la ecuacion de difusion-
adveccion a la simulaciéon del transporte de
contaminantes no reactivos (conservativos), la cual se
resolvio con ¢l uso de dos métodos numéricos:
1) esquemas de diferencias finitas TVD (Total Variation
Diminishing) y 2) el método de las caracteristicas. Con
respecto al primero, en los afios recientes, se ha
alcanzado alta resolucion en la obtencion de perfiles que
representan discontinuidades, eliminando oscilaciones
espurias de la solucion numérica y logrando la
convergencia deseada (Dahle et al., 1990). El problema
algebraico asociado al método TVD consiste en la
resolucion de un sistema de ecuaciones con una matriz
no simétrica. El segundo procedimiento numérico.
utilizado para la resolucion de la ecuacion de transporte,
es un método iterativo mixto de caracteristicas. lo que
permite eliminar la falta de simetria debido a la presencia
del término convectivo y evita las oscilaciones numéricas
espurias.

Debido a la importancia que tiene el conocer el
movimiento del agua en el suelo, tanto para fines
agricolas, como para estudios de contaminacion, ¢l trabajo
tiene como objetivo resolver la ecuacion de difusion
aplicando series de Fourier y compararla con los resultados
obtenidos mediante la transformada de Laplace.

MATERIALES Y METODOS

El suelo arcilloso tiene una humedad de saturacion
de 0.382 cm®cm™ y humedad residual de 0.09 cm cm™,
mientras que, para el suelo arenoso, estos valores fueron
de 0.430 y 0.045 cm cm™, respectivamente, obtenidos a
partir de las curvas caracteristicas de humedad en el
suelo, determinadas mediante la caja de arena y la prensa
de Richard (Eyjkelkamp, Giesbeek, Paises Bajos).

La difusividad para el suelo arcilloso es de
0.005 m?s” y para el suelo arenoso de 0.008 m?s™,
valores que se obtuvieron aplicando el software RETC
(Van Genuchten et al., 2000) a las curvas caracteristicas
de humedad del suelo en laboratorio.

La ecuacion de difusion no es mas que la de Richard.
basada en la humedad para una dimension, considerando
la difusividad del agua en el suelo constante y
despreciando el término gravedad: se representa como:

a8 820
Lk sl (T i
ot ax2 (l)
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donde: D es la difusividad, en cm® min™'; ¢ es el tiempo,
en min; x es la distancia, en m; & es la humedad, en
cm® cm™.

Para comparar la solucion de la Ecuacionl, aplicando
series de Fourier, se utilizo la ecuacion obtenida mediante
la transformada de Laplace (Warrick, 2003), que es:

0(x.1)= (osar -Ores Jrfe

W] + Bres (2)

donde: erfc es la funcion de error complementario; €,
es la humedad de saturacion, en cm®; 6 _es la humedad
residual, en cm® cm™,

La evaluacion del modelo obtenido se realizo al
comparar los valores de humedad, calculados por ambas
soluciones a la ecuacion de difusion; siguié dos criterios:
uno. tabular y, otro, estadistico. Para la evaluacion
tabular, se compararon los valores de humedad, obtenidos
por las soluciones numéricas para iguales intervalos de
distancia y tiempo; se realizé una valoracion cualitativa
de similitud entre ambos. El segundo criterio de ajuste
fue cuantitativo y en ¢l se utilizaron los estadigrafos:
error relativo, error estandar, desviacion absoluta y
desviacién de la media. Estos parametros son indicativos
de la dispersion entre los valores de humedad, obtenidos
por ambos modelos.

El error relativo (Er) se calcula como:

0. —0
Er = lz[WTLQ SE }:100 3)
= TL

El error estandar (SE) se calcula como:

; Z(BT _93}7)2

SE = 4
n

La desviacion absoluta (4D) se calcula como:

AD = 219TL _HSFI 5)

La desviacion de la media (M) se calcula como:

Md = Z(gn_ _6.9)3') ©6)

h

donde: €, es la humedad obtenida por la solucion a través
de la transformada de Laplace (cm?cm?), 6, es la
humedad obtenida por la solucion a través de la serie de
Fourier (¢cm®cm?), n es el numero de distancias
calculadas.

RESULTADOS Y DISCUSION
Método de Separacién de Variables

Condiciones iniciales y de frontera. El método de
separacion de variables se aplica a las ecuaciones
diferenciales parciales lineales que son homogéneas,
como e¢s el caso de la Ecuacion 1.

En una region finita (0 < x < L) existe una solucién unica
si se especifica el contenido de humedad en las fronteras
x =0y x =L, conocidas como condiciones de frontera:
o0.1)= 6

sat

arn= 9., (7

donde: L es la longitud total, m, y se da la distribucion
inicial (t= 0) de la humedad del suelo que se corresponde
con la condicion inicial:

0 (x,0)=/(x) ®)

Una idea clave en la separacion de variables es buscar
soluciones de producto sencillas, distintas de cero para
la Ecuacion 1(diferencial parcial). Asi, se buscan
soluciones en la forma de producto:

6 (x,0)= ¢x)h(t) )

Aqui ¢(x) es una funcion de x y A(t) una funcion de 1.
Sustituyendo el valor de © de la Ecuacion 9 en la
Ecuacién 1 y derivando se llega a:

d*¢

dh
#0) % =DhO S

(10)
Si se divide entre D¢(x)h(t), pueden separarse las
variables:

1 dn 1 d%
Bd T (1)

Como x y f son variables independientes, la inica manera
de que una funcién de x pueda ser igual a una funcién
de t, es si ambas funciones resultan tener la misma
constante. Por conveniencia, esta constante de
separacion se denota por -A.

| dh_1d°¢__

L oh LB
Dhdt ¢ dx? (12)
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De la ecuacion anterior pueden deducirse dos
ecuaciones diferenciales ordinarias: una para /(1) y otra

para ¢(x):

2
L
- (13)
dh
I--/ID}: (14)

La Ecuacion 14 es una ecuacion diferencial lineal
homogénea de primer orden con coeficientes constantes.
La solucion de la ecuacion dependiente del tiempo es:

h(t) = ce " (15)

donde: la parte dependiente del tiempo decae
exponencialmente si1 A > 0 y crece exponencialmente si
A<0.

Problema de Valor en la Frontera para las
Constantes de Separacién

Las funciones espaciales ¢fx) de las soluciones de
producto satisfacen la Ecuacion 13. Ademas, se insiste
en que las soluciones de productos cumplan con las
condiciones de frontera. Si la forma de producto
(Ecuacion 9) se sustituye en la Ecuacion 7 y se buscan
soluciones de producto distintas de cero, es necesario
que h(t) # 0, y, por lo tanto, ¢(x) debe tener las
condiciones de frontera.

La ecuacion diferencial ordinaria para ¢ no
corresponde a un problema de valor inicial, en su lugar,
satisface un problema de valor en la frontera que consiste
en la ecuacion diferencial:

d2f
]
e

-2 (16)

Con dos condiciones de frontera:
#0) = 0
#L) =0 (17)

Para resolver el problema de valor en la frontera y
encontrar los valores propios y las funciones propias
correspondientes, primero se encuentra la solucion
general de la Ecuacion 16, después se intenta satisfacer
las dos condiciones de frontera (Ecuacion 17).

La Ecuacion 16 es una ecuacion diferencial con
coeficientes constantes. La ecuacion caracteristica
(basada en ¢(x)= e™) para ésta es:

== (18)

Se demuestra, en este ejemplo, que A = 0 no es una
constante de separacion permitida. Si A = 0, entonces la
Ecuacuon 16 es:

2
4 _,
c&-

La solucion general es:

dx)=c, +cx (19)

La condicién de frontera en x = 0, (¢(0) = 0) implica
que:

#0)=c, + c(0)=c, (20)

La condicion de frontera en x = L, (¢ZL) = 0) implica
que:

HL)=0=cl 1)

asi, ¢, =0y, por lo tanto, ¢(x) = 0 para todax siA =0, lo
que significa que A = 0 no es un valor propio.

Ahora se supone que A > 0. Las raices de la ecuacion
caracteristica (Ecuacion 18), son + j\/z . La solucion
general de la Ecuacion 16 es, entonces:

#(x) = clcos \[ﬂ; + CZSen\/—ﬂ; (22)

La condicion de frontera en x = 0, implica que
#0) =0 =c,y como ¢, = 0, se tiene que:

#(x) = c2sen-/Ax (23)

La condicién de frontera en x = L, implica que:
HL)=0=c2sen|IL (24)

Sic, =0, entonces ¢(x) = 0 para toda x, pero se buscan
soluciones distintas de cero. Suponiendo que ¢, # 0
(Ecuacion 24), esto implica que:

sen\/ﬂ =0 (25)

La funcién seno es cero para multiplos enteros de .
Entonces, la Ecuacion 25 implica que los valores propios
(constantes de separacion) satisfacen a:

JiL=nzparan=1,23, .. (26)
o de manera equivalente:
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Y
l=[%) paran=1,2,3, ... 27
Se excluye n = 0, ya que ocurriria A = 0, y se ha
demostrado que A > 0. Entonces, de la Ecuacion 23 las
funciones propias (la parte espacial de las soluciones en
forma de producto) satisfacen:

$(x) =c2sen5?~ paran=1,2,3,. 28)

La constante c, es arbitraria.
De las Ecuaciones 15 y 28 se obtuvieron las soluciones
en forma de producto:

O(x,t) = Bsen %e—’w’ = Bsenij?- g (/L) Di (29)

donde: B es una constante arbitraria de la ecuacion de
difusion.

Problema de Valor Inicial

Estas soluciones son andlogas a las soluciones de
las ecuaciones diferenciales lineales homogéneas. Para
una ecuacion diferencial lineal homogénea de orden n
existen n soluciones linealmente independientes y la
solucion general es una combinacion lineal de estas n
soluciones.

Para la ecuacion diferencial parcial lineal homogénea
(Ecuacion 1) existe un numero infinito de soluciones
(Ecuacion 29) paran= 1, 2, 3,... Una combinacion lineal
de todas estas soluciones, en forma de producto, también
sera una solucion:

d(x,t) = Zanen%e—(nm[_)zm (30)
n=1

donde: las B, son constantes arbitrarias. Para las
ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de orden n,
las n constantes se determinan a partir de las n
condiciones. Para la ecuacion de difusion (Ecuacion 1),
las constantes arbitrarias B_ se determinan a partir de la
condicion inicial y la dependencia espacial del contenido
de humedad ent = 0.

Verificando que la soluciéon de la Ecuacion 31
satisface las condiciones iniciales [6(x,0) = f(x)] y
haciendo t = 0 se obtiene:

O(x0)= f(x)= Zanen% para 0 <x <L 3D
n=1

La Ecuacion 31 es la representacion, por la serie de
Fourier, de senos de la funcion f(x) en el intervalo
0 < x < L. Dada la condicion inicial f(x), los coeficientes
deben ser iguales a los coeficientes de la serie de Fourier
de senos, de manera que:

nirx

T dx (32)

L
Byi= %If(x)sen
0

La integral se toma en la region fisica 0 <x <L. La
Ecuacion 32 se deduce multiplicando la Ecuacion 31 por

hix
sen o v integrando de x = 0 a x = L y usando el hecho

he
de que las funciones propias SGN—L— o Ll e
forman un conjunto ortogonal.
La solucién del problema de valor inicial para la
ecuacion de difusion es la Ecuacion 30, donde los
coeficientes estan dados por la Ecuacion 32.

Aplicacion de la Solucién de la Ecuacién de Difusién

Para poder aplicar las soluciones obtenidas por serie
de Fourier, se hizo necesario determinar la funcion error
complementario aplicando series de Taylor, lo cual se
muestra a continuacion:

7 o [ p,2n+] 2 3 S 7
e:fc(u):l—v.;ngo%w=]—U;;{uv;_—u+-5%_%} (33)

donde: el complemento () se le llamé a la ecuacion:

oi x
2(De)”

Cilculo de Bn para n Impares Aplicando Seno por
Serie de Taylor

Debido a que la funcién seno involucrada en el calculo
de Bn (Ecuacion 32) es oscilatoria entre —1 y 1 con
intercepto en el eje x, los valores de n pares no se analizan
por representar un comportamiento inverso, que se
corresponde con la funciéon coseno involucrada en el
término An de la serie de Fourier y que pudiera ser parte
de un estudio posterior mas detallado.

En la Figura 1 se observa que los valores de Bn
decrecen a medida que aumenta el valor de n, tendiendo
a valores proximos a 0, este comportamiento es similar
a lo reportado por Hildebrand (1976). Por lo que los
valores maximos de Bn se alcanzaran para la distancia
de 2 m, oscilando entre 1.181 paran =1y 0.062
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Figura 1. Representacion grafica de los Bn con respecto a 10 valores de n impares.

para n = 19, respectivamente, mientras que los minimos
se obtuvieron para 20 m en un intervalo desde 0.508
hasta 0.037 con iguales variaciones de n.

Estas variaciones de B_ para los diferentes valores
de n repercuten, de manera significativa. en la
determinacion de las variaciones de humedad con
la distancia, lo cual se refleja en el Cuadro 1. Los valores
de humedad calculados por la ecuacion obtenida,
aplicando serie de Fourier, sigue la tendencia de la
solucion analitica. disminuyendo con la distancia,
oscilando los residuales entre 0.0710 y — 0.0090 cm™, lo
que indica que se asemejan ambos modelos en
la determinacion del comportamiento de la humedad en
la distancia. El analisis estadistico realizado corrobora
lo anterior, obteniéndose un Er de 6.9%, mientras que la
SE, AD y Md fueron de 0.038, 0.029 y 0.024 cm’,
respectivamente; esto confirma el buen ajuste que existe
entre ambas soluciones cuando los valores de n son
impares; no obstante, el valor obtenido para la desviacion
de la media muestra que la solucion obtenida por series
de Fourier tiende a subestimar ligeramente los valores
de humedad.

Como puede apreciarse en los valores estadisticos
calculados, la solucion de la ecuacion de difusion por
seric de Fourier para n impar puede utilizarse para
conocer el comportamiento de la humedad en el suelo
con una buena exactitud, obteniéndose errores de
aproximadamente 7%, que son pequefios si se considera
que el coeficiente de variacion de la humedad en el suelo
oscila entre 4 y 45%, segun sefialo Warrick (2003).

Con los resultados anteriores se elaboro la Figura 2,
la cual muestra ¢l comportamiento de la humedad en
funcioén de la variacion del tiempo y de la distancia. Las
curvas reflejan una disminucion de la humedad con el
incremento del complemento de la funciéon error
complementario para ambos tipos de suelo analizados.

En el caso del suelo arenoso, inicia con un valor de
humedad superior, en 0.047 cm?’, al del suelo arcilloso;
ambas curvas se interceptan, con respecto al eje x, en
¢l valor de 1.25. Posteriormente, la humedad en el suelo
arenoso disminuye 0.034 cm?, con respecto al arcilloso.
El comportamiento de la humedad en el intervalode 0 a 1
en el eje “x” se debe a que la arena es un suelo bien
estructurado con poros grandes capaz de retener
volimenes de agua considerables a tensiones proximas
a la saturacion, mientras que el arcilloso es un suelo rojo
tropical no dilatable, aunque bien estructurado, es muy
evolucionado con mas de 90% de particulas menores
de 0.001 mm, siendo el contenido de materia organica
bajo y de oxidos de hierro alto, los cuales tienen un
marcado efecto sobre la retencion del agua a tensiones
bajas y medias.

Los resultados obtenidos sirven de base para conocer
¢l comportamiento de la infiltracion en la fase inicial.
En general, las relaciones descriptivas de los principios
fisicos para los sistemas no saturados permiten conocer
el tiempo y la distancia horizontal del frente de avance
del agua para los distintos tipos de suelos. Esta
informacion es de gran utilidad para el disefio y operacion
de sistemas de riego por gravedad y brinda los elementos
necesarios relacionados con la dinamica de la humedad

Cuadro 1. Valores de humedad para la solucién analitica y por
serie de Fourier.

Distancia Solucién analitica  Serie de Fourier (n =4)
MUmecr e, 7o, o g Sl e e R RO e
2 0.3397 0.2687
4 0.2988 0.2479
6 0.2605 0.2276
10 0.1955 0.1896
16 0.1321 0.1411
20 0.1098 0.1155
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Figura 2. Relacion de la humedad contra tiempo y distancia para suelo arenoso y arcilloso.

en la zona no saturada para los estudios del escurrimiento
superficial y el movimiento de solutos en la parcela.

CONCLUSIONES

- Se desarrolla el procedimiento matematico para resolver
la ecuacion de difusion por la serie de Fourier para
evaluar el comportamiento de la humedad en el suelo.
Se muestra la funcion error complementario resuelta por
serie de Taylor.

- El aplicar la ecuacion en suelo arcilloso para valores
de n impares refleja que existe un buen ajuste con
respecto a la solucion analitica. Esto demuestra que la
ecuacion de difusion de humedad puede utilizarse para
estimaciones de humedad en la distancia, siendo los
residuos entre 0.0710 y — 0.0090 cm?® cm? y los errores
de aproximadamente 7%. Valor que se encuentra dentro
del intervalo de variacion de la humedad en el suelo.

- Se obtuvo la relacion de la humedad con respecto al
tiempo y la distancia para suelo arenoso y arcilloso, y se
observo una disminucion de la misma, a medida que se
incrementan los parametros de la funcion error
complementario.
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